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Інтегральне числення функції однієї змінної.  

Практичне заняття № 6.5

ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО ІНТЕГРАЛІВА 

1. Обчислення площі плоскої фігури.

2. Обчислення довжини дуги кривої.

3. Обчислення об’єму тіла.

4. Обчислення площі поверхні обертання.

5. Обчислення механічної роботи.

1. Обчислення площі плоскої фігури.

а) Крива задана рівнянням  
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Площа області, яка обмежена кривими 
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Задача 1. Знайти площу фігури, обмеженої кривими 
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Розв’язання: 

Знайдемо абсциси точки перетину кривих 
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   (рис. 2). Площу шуканої фігури складається з трьох заштрихованих частини. 
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Відповідь:  
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Задача 2. Обчислити площу спільної частини двох фігур обмежених лініями 
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Розв’язання: Дані рівняння задають два кола. Знайдемо точки перетину цих кіл 
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, отже отримали дві точки перетину
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В силу симетрії фігури відносно осі Oy та прямої x=4, площа S дорівнює:     
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Відповідь:  
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Задача 3. Знайти площу фігури, обмеженої параболою  
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Відповідь:    
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Задача 4.  Знайти площу фігури, обмеженої параболами  
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б) Крива задана в параметричній формі.
Площа криволінійної трапеції у випадку, якщо крива задана рівняннями у параметричній формі 
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Будемо вважати, що точка 
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Задача 5.  Обчислити площу фігури, межею якої є крива, задана рівняннями в параметричній формі:
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Розв’язання: Оскільки обхід кривої буде здійснюватися проти годинникової стрілки, то застосувавши властивості визначеного інтеграла, отримаєм:
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Якщо бути уважним, то можна побачити, що дана фігура є  кругом радіуса a , і площа фігури дорівнює 
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Задача 6. Обчислити площу фігури, обмеженої кривою
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Розв’язання:  Дану криву (астроїду) можна задати у параметричній формі:  
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Параметром  t є полярний кут точки  
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Більш зручно вести обчислення за іншою формулою:
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Задача 7. Знайти площу фігури, обмеженої петлею кривої:  
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Задача 8. Знайти площу фігури, обмеженої однією аркою циклоїди   
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Відповідь:    
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                Рис. 4                                       Рис. 5                       Рис.6
в) Крива задана в полярній системі координат.

Площа криволінійного сектора, обмеженого кривою, заданою в полярній системі координат неперервною функцією 
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Задача 5. Обчислити площу фігури, обмеженої кардіоїдою 
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Розв’язання:  


[image: image76.wmf](

)

(

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

+

=

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

j

p

p

p

p

d

d

d

a

d

a

S

2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

2

2

cos

1

2

1

cos

2

2

cos

1

2

1



[image: image77.wmf](

)

2

3

2

2

2

sin

4

1

2

1

cos

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

0

2

a

a

a

p

p

p

j

j

j

j

p

p

p

p

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

=

  (кв. од.)

Відповідь: 
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Задача 10. Обчислити площу фігури, обмеженої кривою  
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Задача 11. Обчислити площу фігури, обмеженої кривими: колом  
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Відповідь:  
[image: image83.wmf]3

4

3

.

2. Обчислення довжини дуги кривої.

а) Крива задана рівнянням   
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Задача 12. Знайти довжину дуги кривої 
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Розв’язання: Функція 
[image: image92.wmf])

1

ln(

+

=

x

y

 неперервна і диференційована на відрізку 
[image: image93.wmf][

]

1

;

0

. Тоді за формулою (5)  маємо:

[image: image94.wmf](

)

ò

ò

ò

+

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

+

¢

+

=

1

0

2

1

0

2

1

0

2

1

2

2

1

1

1

)

1

(

n

l

1

dx

x

x

x

dx

x

dx

x

L


Для обчислення цього інтеграла введемо заміну:
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Повертаючись до нашого інтеграла, отримаємо:
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Відповідь: 
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Задача 13. Обчислити довжини дуг кривих: 
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в) Крива задана в полярній системі координат.

Якщо гладка крива задана в полярних системах координат рівнянням 
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Задача 14. Довести, що кардіоїда 
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Розв’язання: Знайдемо довжину кардіоїди. Для цього скористаємось формулою (7):
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Знайдемо довжину циклоїди, заданої параметрично, за формулою (6):
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Отже,  
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Задача 15. Обчислити довжини дуг кривих: 
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6) Дуга кардіоїди 
[image: image130.wmf](

)

j

r

cos

1

2

-

=

 ,   яка лежить у середині кола   
[image: image131.wmf]1

=

r

.

Відповідь:1) 
[image: image132.wmf]5

;  2) 
[image: image133.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

1

1

2

sin

4

1

2

3

t

t

a

;  3) 
[image: image134.wmf]a

48

;   4)
[image: image135.wmf]a

p

2

2

;  5)
[image: image136.wmf](

)

8

3

3

2

+

p

a

;  6)
[image: image137.wmf])

3

2

(

8

-

.

3. Обчислення об’єму тіла.

Якщо площа 
[image: image138.wmf])

(

x

S

 перерізу тіла площиною, перпендикулярною до осі Ох, є неперервною функцією на відрізку 
[image: image139.wmf][

]

b

a

;

, то об’єм тіла обчислюється за формулою 


[image: image140.wmf]ò

=

b

a

dx

x

S

V

)

(

 (формула об’єму тіла за площинами паралельних перерізів).

Нехай криволінійна трапеція, обмежена кривою 
[image: image141.wmf])

(

x

f

y

=

 та прямими 
[image: image142.wmf]0

=

y

, 
[image: image143.wmf]a

x

=

, 
[image: image144.wmf]b

x

=

, обертається навколо осі Ох, то об’єм тіла обертання  обчислюється за формулою 


[image: image145.wmf]ò

ò

=

=

b

a

b

a

x

dx

x

f

dx

y

V

2

2

)

(

p

p

                                                           (8)

Якщо фігура, обмежена кривими  
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Якщо фігура обертається навколо осі Оу, та обмежена відповідно кривою 
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Якщо фігура обертається навколо осі Оу,  та обмежена відповідно кривими 
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Задача 16. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, обмеженої кривою  
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Розв’язання: 


[image: image164.wmf]p

p

p

p

4

1

)

1

(

4

1

)

1

(

2

1

4

2

1

2

2

1

2

=

-

=

-

=

=

ò

ò

x

dx

x

dx

y

V

x

  (кв. од.)
[image: image165.png]



                                                     Рис. 7
Відповідь: 
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Задача 17. Обчислити об’єм тіла, утвореного при обертанні навколо полярної осі фігури, обмеженої кривою  
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Перейдемо до параметричного задання кривої 
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Відповідь:   
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Задача 14.

1) Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох  фігури, обмеженої лініями   
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2) Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, обмеженої лініями  
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3) Криволінійна трапеція обмежена лінією  
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4) Обчислити об’єм тіла, утвореного при обертанні астроїди 
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5) Обчислити об’єм тіла, утвореного при обертанні навколо осі Ох фігури, обмеженої лініями: 
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4. Обчислення площі поверхні обертання.
а) Крива задана рівнянням
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б) Крива задана в параметричній формі.

Якщо дуга задана параметричними рівняннями 
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в) Крива задана в полярній системі координат.

Якщо дуга задана в полярних координатах 
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Задача 19. Знайти площу поверхні, утвореної при обертанні дуги синусоїди 
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Розв’язання: Скориставшись формулою  (12) і отримаємо:.
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Розглянемо окремо інтеграл,

[image: image207.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

=

+

-

+

=

=

=

+

=

+

=

=

+

2

2

2

2

2

2

2

1

4

2

1

,

2

1

4

2

1

2

1

t

dt

t

t

t

t

v

dt

dv

t

tdt

du

t

u

dt

t



 EMBED Equation.3  [image: image208.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

+

+

+

+

-

+

=

=

+

+

+

-

+

=

2

2

2

2

2

2

2

1

2

ln

2

1

2

1

2

1

2

1

)

2

(

2

1

2

1

2

1

t

t

dt

t

t

t

t

t

d

dt

t

t

t


Отже, отримали рівняння відносно шуканого інтеграла.
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Повертаючись до визначеного інтеграла, отримаємо 
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Задача 20. Довести, що площа поверхні , утвореної при обертанні кривої  
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, дорівнює площі сфери радіуса а.
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Розв’язання: Рівнянням  
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 задається двопелюсткова троянда, яка симетрична відносно прямої  
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 (рис. 9). Скористаємось формулою  (14):
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Як видно, площа сфери радіуса а дорівнює 
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. Отже  
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, що й треба було довести.

Задача 21. Обчислити площу поверхні, утвореної при обертанні навколо осі Ох таких кривих:

1) Параболи 
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4) Однієї акри циклоїди   
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5) Астроїди   
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[image: image233.wmf]2

3

56

a

p

;   2)
[image: image234.wmf]a

a

a

a

2

4

ln

8

4

2

2

2

2

2

2

+

+

-

+

p

p

p

p

;  3)
[image: image235.wmf](

)

1

10

10

27

4

-

;   4)
[image: image236.wmf]2

3

64

a

p

;   5)
[image: image237.wmf]a

p

5

12

;   6)
[image: image238.wmf]2

1

ln

2

1

2

2

1

1

1

1

ln

2

1

1

1

2

1

8

4

8

4

+

+

-

+

+

+

+

e

e

e

e

;   7)
[image: image239.wmf]2

2

6

a

p

;   8)
[image: image240.wmf](

)

2

2

2

2

-

a

p

.

5. Обчислення механічної роботи.

Робота A сили F, постійної величини, на переміщення рухомої точки M і напрямі s обчислюється за формулою 
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,      де 

s – відстань, яку пройде точка, незалежна змінна, s0 – початкове значення, s1 – кінцеве значення змінної; m – маса точки, а – прискорення.

Задача 22. Яку роботу  необхідно здійснити, щоб розтягнути пружину на 6см, якщо відомо, що при навантаженні в 1Н вона розтягується на 2 см?

Розв’язання: Згідно закону Гука сила дорівнює 
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, де k – коефіцієнт пропорційності. Запишемо закон для нашого випадку: 1=k∙0,02  
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Відповідь: 0,36 Дж.

Задача 23. Знайти роботу, що здійснюється при викачуванні води з корита, що має форму півциліндра, довжина якого a, радіус r (рис.10).

Розв’язання: Об’єм  елементарного шару води, що знаходиться на глибині x і має довжину a, ширину 
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Елементарна робота при підніманні цього шару води на висоту x, дорівнює 
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Тоді: 
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Відповідь:   
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Задача 24. Яку роботу треба виконати, щоб стиснути гвинтову пружину на 10см, якщо для стискування пружини на 1 Н витрачається сила 2Н?

Відповідь:   1Дж.

Задача 25. Циліндричний балон діаметром 0,24 м і довжиною 0,8 м наповнений газом під тиском 2кПа. Яку роботу необхідно виконати при ізотермічному процесі (температура стала), щоб зменшити об’єм  в 2 рази.

Відповідь:   50,7Дж.

Задача 26. З силою F=100Н піднімають по вертикалі зі стану спокою тіло масою 1кг на висоту 5м. Обчислити роботу, яку виконає сила.

Відповідь:   500Дж.

Задача 27. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб викачати воду з казана, який має форму параболоїда обертання з радіусом r і висотою h.

Відповідь:  
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Задача 28. Обчислити роботу, яку треба виконати, щоб вилити воду з резервуара, який має форму конуса з радіусом r і і висотою h. Вершина конуса розміщена в горі. 

Відповідь:  
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 Домашнє завдання

Задача 1. Знайти площі фігур обмежених наступними кривими:
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Задача 2. Обчислити довжини дуг кривих:

1)
[image: image258.wmf]8

3

,

ln

£

£

=

x

x

y

;            2)
[image: image259.wmf]2

0

,

2

2

£

£

+

=

-

x

e

e

y

x

x

;  3)
[image: image260.wmf]2

2

,

4

,

3

6

3

2

£

£

-

=

-

=

t

t

y

t

x

;          4)
[image: image261.wmf]2

sin

2

j

r

a

=

.

Задача 3. Знайти об’єм тіла, утвореного при обертанні навколо осі Ox фігури, обмежених лініями:
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Задача 4. Обчислити площі поверхонь, утворених при обертанні навколо осі Ox таких кривих:
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Задача 5. Яку роботу треба виконати, щоб тіло масою m віддалити у нескінченність з поверхні Землі, вважаючи, що силу земного тяжіння тіла можна визначити за формулою 
[image: image270.wmf]2
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, де m – маса тіла; R – радіус землі; r – віддаль від тіла до центра Землі?

Задача 6. Обчислити роботу, яку треба виконати, щоб викачати рідину з питомою вагою γ із резервуара, який має форму повернутого вершиною вниз конуса, висота якого дорівнює H, а радіус R.

Задача 7. Обчислити роботу, яку треба виконати, щоб викачати воду із півсферичного казана радіуса R.
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