
Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння вищих порядкiв.

Розв’язування нормальних лiнiйних
систем диференцiальних рiвнянь

першого порядку.



Завдання 9

Умова:

Знайти загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального
рiвняння другого порядку

y′′ − 5y′ + 4y = 9 cos 3x



Розв’язання

Характеристичне рiвняння:

k2 − 5k + 4 = 0⇒ k1 = 1, k2 = 4.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = ex; y2 = e4x

Розв’язок за правилами шукаємо у формi

yч.н. = A cos 3x+B sin 3x

Маємо:
y′ч.н. = 3B cos 3x− 3A sin 3x

y′′ч.н. = −9A cos 3x− 9B sin 3x



Розв’язання

Характеристичне рiвняння:

k2 − 5k + 4 = 0⇒ k1 = 1, k2 = 4.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = ex; y2 = e4x

Розв’язок за правилами шукаємо у формi

yч.н. = A cos 3x+B sin 3x

Маємо:
y′ч.н. = 3B cos 3x− 3A sin 3x

y′′ч.н. = −9A cos 3x− 9B sin 3x



Розв’язання

Характеристичне рiвняння:

k2 − 5k + 4 = 0⇒ k1 = 1, k2 = 4.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = ex; y2 = e4x

Розв’язок за правилами шукаємо у формi

yч.н. = A cos 3x+B sin 3x

Маємо:
y′ч.н. = 3B cos 3x− 3A sin 3x

y′′ч.н. = −9A cos 3x− 9B sin 3x



Розв’язання

Характеристичне рiвняння:

k2 − 5k + 4 = 0⇒ k1 = 1, k2 = 4.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = ex; y2 = e4x

Розв’язок за правилами шукаємо у формi

yч.н. = A cos 3x+B sin 3x

Маємо:
y′ч.н. = 3B cos 3x− 3A sin 3x

y′′ч.н. = −9A cos 3x− 9B sin 3x



Розв’язання

Характеристичне рiвняння:

k2 − 5k + 4 = 0⇒ k1 = 1, k2 = 4.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = ex; y2 = e4x

Розв’язок за правилами шукаємо у формi

yч.н. = A cos 3x+B sin 3x

Маємо:
y′ч.н. = 3B cos 3x− 3A sin 3x

y′′ч.н. = −9A cos 3x− 9B sin 3x



Розв’язання

Пiдставляємо до рiвняння:

y′′ − 5y′ + 4y = −9A cos 3x− 9B sin 3x−

−5(3B cos 3x− 3A sin 3x)+

+4(A cos 3x+B sin 3x) =

= (−5A− 15B) cos 3x+ (−5B + 15A) sin 3x = 9 cos 3x

Отже, {
−5A− 15B = 9

15A− 5B = 0

A = − 9

50
;B = −27

50
.



Розв’язання

Пiдставляємо до рiвняння:

y′′ − 5y′ + 4y = −9A cos 3x− 9B sin 3x−

−5(3B cos 3x− 3A sin 3x)+

+4(A cos 3x+B sin 3x) =

= (−5A− 15B) cos 3x+ (−5B + 15A) sin 3x = 9 cos 3x

Отже, {
−5A− 15B = 9

15A− 5B = 0

A = − 9

50
;B = −27

50
.



Розв’язання

Пiдставляємо до рiвняння:

y′′ − 5y′ + 4y = −9A cos 3x− 9B sin 3x−

−5(3B cos 3x− 3A sin 3x)+

+4(A cos 3x+B sin 3x) =

= (−5A− 15B) cos 3x+ (−5B + 15A) sin 3x = 9 cos 3x

Отже, {
−5A− 15B = 9

15A− 5B = 0

A = − 9

50
;B = −27

50
.



Розв’язання

Пiдставляємо до рiвняння:

y′′ − 5y′ + 4y = −9A cos 3x− 9B sin 3x−

−5(3B cos 3x− 3A sin 3x)+

+4(A cos 3x+B sin 3x) =

= (−5A− 15B) cos 3x+ (−5B + 15A) sin 3x = 9 cos 3x

Отже, {
−5A− 15B = 9

15A− 5B = 0

A = − 9

50
;B = −27

50
.



Розв’язання

Отже,

y = C1e
x + C2e

4x − 9

50
cos 3x− 27

50
sin 3x



Завдання 10

Умова:

Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння, використовуючи

метод варiацiї довiльних сталих y′′ + 4y =
1

sin 2x
.



Розв’язання

Розв’язуємо лiнiйне однорiдне рiвняння y′′ + 4y = 0.

k2 + 4 = 0; k1 = 2i; k2 = −2i

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x;

Розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:

y = C1(x) cos 2x+ C2(x) sin 2x;



Розв’язання

Розв’язуємо лiнiйне однорiдне рiвняння y′′ + 4y = 0.

k2 + 4 = 0; k1 = 2i; k2 = −2i

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x;

Розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:

y = C1(x) cos 2x+ C2(x) sin 2x;



Розв’язання

Для похiдних невiдомих функцiй: C ′1(x) cos 2x+ C ′2(x) sin 2x = 0

−C ′1(x) sin 2x+ C ′2(x) cos 2x =
1

2 sin 2x

Правило Крамера

C ′1(x) =
∆1

∆
=
−1/2

1
= −1

2

C ′2(x) =
∆2

∆
=

cos 2x

2 sin 2x
=

1

2
ctg 2x



Розв’язання

Для похiдних невiдомих функцiй: C ′1(x) cos 2x+ C ′2(x) sin 2x = 0

−C ′1(x) sin 2x+ C ′2(x) cos 2x =
1

2 sin 2x

Правило Крамера

C ′1(x) =
∆1

∆
=
−1/2

1
= −1

2

C ′2(x) =
∆2

∆
=

cos 2x

2 sin 2x
=

1

2
ctg 2x



Розв’язання

Отже
C1(x) =

∫
−1/2dx = −x

2
+ C∗1

C2(x) =

∫
cos 2x

2 sin 2x
dx =

1

4
ln sin 2x+ C∗2

Загальний розв’язок:

y = C∗1 cos 2x+ C∗2 sin 2x− 1

2
x cos 2x+

1

4
sin 2x ln sin 2x



Розв’язання

Отже
C1(x) =

∫
−1/2dx = −x

2
+ C∗1

C2(x) =

∫
cos 2x

2 sin 2x
dx =

1

4
ln sin 2x+ C∗2

Загальний розв’язок:

y = C∗1 cos 2x+ C∗2 sin 2x− 1

2
x cos 2x+

1

4
sin 2x ln sin 2x



Завдання 11

Умова:

{
ẋ1 = −7x1 + 5x2,

ẋ2 = 4x1 − 8x2.



Розв’язання

Характеристичне рiвняння: ∣∣∣∣∣ −7− k 5

4 −8− k

∣∣∣∣∣ = 0

(−7− k)(−8− k)− 20 = 0; 56 + 7k + 8k + k2 − 20 = 0;

k2 + 15k + 36 = 0; k1 = −3; k2 = −12;



Розв’язання

{
(a11 − k)α+ a12β = 0

a21α+ (a22 − k)β = 0

Для k1:

{
(−7 + 3)α1 + 5β1 = 0

4α1 + (−8 + 3)β1 = 0

{
−4α1 + 5β1 = 0

4α1 − 5β1 = 0

Пiдставляючи α1 = 1 (приймається будь-яке значення), одержуємо: β1 = 4/5.



Розв’язання

Для k2:

{
(−7 + 12)α2 + 5β2 = 0

4α2 + (−8 + 12)β2 = 0

{
5α2 + 5β2 = 0

4α2 + 4β2 = 0

Покладаючи α2 = 1 (приймається будь-яке значення), одержуємо: β2 = −1.



Розв’язок

Загальний розв’язок системи:

 x1 = C1e
−3t + C2e

−12t

x2 =
4

5
C1e

−3t − C2e
−12t



Завдання 13

Умова:

За умовами протiкання фiзичного процесу скласти диференцiальне рiвняння
та проiнтегрувати його. На тiло дiє сила, пропорцiйна часу. Крiм того, воно
витримує протидiю середовища, пропорцiйну його швидкостi. Знайти закон
руху тiла (залежнiсть шляху вiд часу).



Розв’язання

Другий закон Ньютона:

ma = mẍ = F = Fзовн + Fпр

Fзовн = Kt

Fпр = −ηẋ

Разом:
mẍ = Kt− ηẋ



Розв’язання

Другий закон Ньютона:

ma = mẍ = F = Fзовн + Fпр

Fзовн = Kt

Fпр = −ηẋ

Разом:
mẍ = Kt− ηẋ



Розв’язання

Другий закон Ньютона:

ma = mẍ = F = Fзовн + Fпр

Fзовн = Kt

Fпр = −ηẋ

Разом:
mẍ = Kt− ηẋ



Розв’язання

Скорочуємо на m (λ =
K

m
, µ =

η

m
):

ẍ+ µẋ = λt

Лiнiйне неоднорiдне рiвняння другого порядку.

Характеристичне рiвняння для
однорiдного

k2 + µk = 0⇒ k1 = 0, k2 = −µ.

Фундаментальна система розв’язкiв:

x1 = e0·t = 1;x2 = e−µt

Загальний розв’язок однорiдного:

x = C1 + C2e
−µt.



Розв’язання

Скорочуємо на m (λ =
K

m
, µ =

η

m
):

ẍ+ µẋ = λt

Лiнiйне неоднорiдне рiвняння другого порядку. Характеристичне рiвняння для
однорiдного

k2 + µk = 0⇒ k1 = 0, k2 = −µ.

Фундаментальна система розв’язкiв:

x1 = e0·t = 1;x2 = e−µt

Загальний розв’язок однорiдного:

x = C1 + C2e
−µt.



Розв’язання

Скорочуємо на m (λ =
K

m
, µ =

η

m
):

ẍ+ µẋ = λt

Лiнiйне неоднорiдне рiвняння другого порядку. Характеристичне рiвняння для
однорiдного

k2 + µk = 0⇒ k1 = 0, k2 = −µ.

Фундаментальна система розв’язкiв:

x1 = e0·t = 1;x2 = e−µt

Загальний розв’язок однорiдного:

x = C1 + C2e
−µt.



Розв’язання

Шукаємо частинний розв’язок:

xч.н. = t(At+B)

ẋч.н. = 2At+B; ẍч.н. = 2A.

Пiдставляємо до рiвняння:

2A+ µ(2At+B) = λt

Звiдки
2Aµ = λ; 2A+ µB = 0.

A =
λ

2µ
;B = − λ

µ2
.



Розв’язання

Шукаємо частинний розв’язок:

xч.н. = t(At+B)

ẋч.н. = 2At+B; ẍч.н. = 2A.

Пiдставляємо до рiвняння:

2A+ µ(2At+B) = λt

Звiдки
2Aµ = λ; 2A+ µB = 0.

A =
λ

2µ
;B = − λ

µ2
.



Розв’язання

Шукаємо частинний розв’язок:

xч.н. = t(At+B)

ẋч.н. = 2At+B; ẍч.н. = 2A.

Пiдставляємо до рiвняння:

2A+ µ(2At+B) = λt

Звiдки
2Aµ = λ; 2A+ µB = 0.

A =
λ

2µ
;B = − λ

µ2
.



Розв’язання

Шукаємо частинний розв’язок:

xч.н. = t(At+B)

ẋч.н. = 2At+B; ẍч.н. = 2A.

Пiдставляємо до рiвняння:

2A+ µ(2At+B) = λt

Звiдки
2Aµ = λ; 2A+ µB = 0.

A =
λ

2µ
;B = − λ

µ2
.



Розв’язання

Шукаємо частинний розв’язок:

xч.н. = t(At+B)

ẋч.н. = 2At+B; ẍч.н. = 2A.

Пiдставляємо до рiвняння:

2A+ µ(2At+B) = λt

Звiдки
2Aµ = λ; 2A+ µB = 0.

A =
λ

2µ
;B = − λ

µ2
.



Розв’язання

Таким чином,

xч.н. = t

(
λ

2µ
t− λ

µ2

)

x = xз.о. + xч.н. = C1 + C2e
−µt + t

(
λ

2µ
t− λ

µ2

)



Розв’язання

Таким чином,

xч.н. = t

(
λ

2µ
t− λ

µ2

)

x = xз.о. + xч.н. = C1 + C2e
−µt + t

(
λ

2µ
t− λ

µ2

)


