
Диференцiальнi рiвняння
вищих порядкiв.

Розв’язування задач на
диференцiальнi рiвняння.



Диференцiальне рiвняння зiгнутої вiсi балки

κ =
1

ρ
=

M

EJ
⇒ d2v

dx2
=
M(x)

EJ

Для розв’язання достатньо просто проiнтегрувати потрiбну
кiлькiсть разiв!
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Перерозподiл напружень у пластинi iз розiрваними
волокнами

σ′′f − λ2σf = −λ2
Ef
Ea

σ0, де λ2 = 8
Gm
Ef

rf
rm

1

1− rf/rm
.



Автономне рiвняння. Зниження порядку.
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Задача 7

Умова:

Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння
вищого порядку

2yy′′ = 1 +
(
y′
)2
.



Задача 7

Розв’язання:

Пiдстановка
y′ = p

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy
dx

=
dp

dy
p

Отже, маємо

2yp(y)
dp

dy
= 1 + p(y)2

Вiдокремлюємо змiннi:

2p

1 + p2
dp =

dy

y



Задача 7

Розв’язання:

Пiдстановка
y′ = p

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy
dx

=
dp

dy
p

Отже, маємо

2yp(y)
dp

dy
= 1 + p(y)2

Вiдокремлюємо змiннi:

2p

1 + p2
dp =

dy

y



Задача 7

Розв’язання:

Пiдстановка
y′ = p

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy
dx

=
dp

dy
p

Отже, маємо

2yp(y)
dp

dy
= 1 + p(y)2

Вiдокремлюємо змiннi:

2p

1 + p2
dp =

dy

y



Задача 7

Дописуємо iнтеграли∫
2p

1 + p2
dp =

∫
dy

y

Звiдки
ln(1 + p2) = ln |y|+ C.

Потенцiюємо обидвi частини рiвностi

1 + p2 = C1y ⇒ p = ±
√
C1y − 1

Згадуємо, що p = y′ =
dy

dx
:

dy

dx
= ±

√
C1y − 1



Задача 7

Дописуємо iнтеграли∫
2p

1 + p2
dp =

∫
dy

y

Звiдки
ln(1 + p2) = ln |y|+ C.

Потенцiюємо обидвi частини рiвностi

1 + p2 = C1y ⇒ p = ±
√
C1y − 1

Згадуємо, що p = y′ =
dy

dx
:

dy

dx
= ±

√
C1y − 1



Задача 7

Дописуємо iнтеграли∫
2p

1 + p2
dp =

∫
dy

y

Звiдки
ln(1 + p2) = ln |y|+ C.

Потенцiюємо обидвi частини рiвностi

1 + p2 = C1y ⇒ p = ±
√
C1y − 1

Згадуємо, що p = y′ =
dy

dx
:

dy

dx
= ±

√
C1y − 1



Задача 7

Вiдокремлення змiнних∫
dy√

C1y − 1
= ±

∫
dx

Звiдки
2

C1

√
C1y − 1 = ±x+ C2.

y =
1

C1

{(
±C1x

2
+
C1C2

2

)2

+ 1

}
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Лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння вищого
порядку зi сталими коефiцiєнтами

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ any = 0

або, коротше,
L(y) = 0

Пiдстановка Ойлера y = ekx, де k = const
Характеристичне рiвняння:

F (k) = kn + a1k
n−1 + ...+ an = 0
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Лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння вищого
порядку зi сталими коефiцiєнтами

a) кожному дiйсному кореню вiдповiдає розв’язок ekx;
б) кожному дiйсному кореню кратностi m ставиться у
вiдповiднiсть m розв’язкiв:

ekx; xekx; ... xm−1ekx.

в) кожнiй парi комплексно-спряжених коренiв α± iβ
характеристичного рiвняння ставиться у вiдповiднiсть два
розв’язки: eαx cosβx та eαx sinβx
г) кожнiй парi m-кратних комплексно-спряжених коренiв
α± iβ характеристичного рiвняння ставиться у вiдповiднiсть
2m розв’язкiв:

eαx cosβx, xeαx cosβx, ... xm−1eαx cosβx,

eαx sinβx, xeαx sinβx, ...xm−1eαx sinβx.



Задача 8

Умова:

Розв’язати задачу Кошi для лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння вищого порядку зi сталими
коефiцiєнтами yIV + 2y′′ + y = 0,
y (0) = 0, y′ (0) = 1, y′′ (0) = −1, y′′′ (0) = −5.



Задача 8

Характеристичне рiвняння

k4 + 2k2 + 1 = 0.

Його розв’язки
k1,2 = i; k3,4 = −i;

Маємо випадок г).

y1 = cosx; y2 = x cosx; y3 = sinx; y4 = x sinx.

Загальний розв’язок

y(x) = C1 cosx+ C2x cosx+ C3 sinx+ C4x sinx.
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Задача 8

Умови задачi Кошi задовольняємо пiсля знаходження
похiдних вiд загального розв’язку

y′(x) = (C3 +C2) cosx+C4x cosx+ (C4 −C1) sinx−C2x sinx.

y′′(x) = (2C4−C1) cosx−C2x cosx−(C3+2C2) sinx−C4x sinx.

y′′′(x) = −(C3+3C2) cosx+C4x cosx+(C1−3C4) sinx+C2x sinx.
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Отже, розв’язок задачi Кошi –

y(x) = 2x cosx− sinx− 1

2
x sinx.



Задача 12

Умова:

За умовою задачi записати диференцiальне рiвняння та
проiнтегрувати його. Знайти рiвняння кривої, що проходить
через точку (1; 2) i має таку властивiсть, що вiдстань вiд
початку координат до довiльної її дотичної дорiвнює абсцисi
точки дотику.



Задача 12

Рисунок до задачi:



Задача 12

Рiвняння дотичної:

Y − f(x) = f ′(x)(X − x)

Переходимо до загального рiвняння прямої:

f ′(x)X − Y + f(x)− f ′(x)x = 0

Множимо на нормувальний множник:

µ = ± 1√
1 + (f ′(x))2

Отже

d(X,Y ) = |δ| = 1√
1 + (f ′(x))2

∣∣f ′(x)X − Y + f(x)− f ′(x)x
∣∣
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Задача 12

Умова задачi:
d(0; 0) = ±x

Отже,
1√

1 + (f ′(x))2

∣∣f(x)− f ′(x)x∣∣ = ±x
або

±x
√

1 + f ′2 =
∣∣f − f ′x∣∣ .

Пiдносячи до квадрату, маємо

x2 + x2f ′2 = f2 − 2ff ′x+ f ′2x2

Звiдки
x2 = f2 − 2ff ′x

або
f ′ − 1

2x
f = −x

2
f−1.

Отримали рiвняння Бернуллi.
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Задача 12

Виконуємо замiну

z = f2 ⇒ f =
√
z ⇒ f ′ =

1

2
√
z
z′.

1

2
√
z
z′ − 1

2x

√
z =

x

2
√
z

або пiсля множення на 2
√
z

z′ − 1

x
z = −x.

z = x(C − x) = Cx− x2.

f =
√
z =

√
x(C − x).

Умова задачi Кошi — f(1) = 2:

2 =
√
1(C − 1)⇒ C − 1 = 4⇒ C = 5⇒ f =

√
x(5− x).
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