Для тих, хто хоче знати більше
Логістичне зростання. Модель Ферхюльста
Модель Мальтуса (модель експоненціального зростання) є адекватною тільки на початкових етапах розвитку популяції, тобто при умовах необмеженості ресурсів та відсутності конкуренції за ці ресурси. Оскільки в реальній популяції кількість ресурсів обмежена, то з деякого моменту всередині популяції починається боротьба за ці ресурси, що призводить до зменшення швидкості зростання популяції. Необмежене збільшення чисельності популяції на обмеженій площі ареалу призведе до частих зіткнень всередині ареалу за ресурси. Першою моделлю, яка враховувала внутрішньовидову конкуренцію, була модель логістичного зростання, запропонована бельгійським математиком П’єром Франсуа Ферхюльстом. У 1838 році Ферхюльст ввів логістичне рівняння, яке є своєрідним узагальненням рівняння експоненціального зростання, але з максимальним значенням для населення. Він використовував дані про змінення народонаселення різних країн для оцінки невідомих параметрів. Роботу Ферхюльста було відкрито заново лише в 20-тих роках минулого століття. Історики науки досі не встановили, чому він назвав свій закон «логістичним».  
Як відомо, при складанні математичних моделей реальних процесів застосовуються різні припущення. У найпростішому випадку ресурсну базу можна подати спадною лінійною функцією від розміру популяції. Тоді записати диференціальне рівняння, що описує змінення популяції, можна наступним чином:

 (1)


де - розмір популяції в момент часу t, M - підтримуюча ємність середовища,  питома швидкість розмноження. 



Рівняння (1) є диференціальним рівнянням першого порядку з відокремлюваними змінними. Після відокремлення змінних рівняння набуває вигляду . Інтегруємо ліву та праву частини рівності  : 






, ,

- загальний розв’язок диференціального рівняння (1).   


Якщо задано початковий  розмір популяції (сформульовано задачу Коші) , то . 

Для наочності покладемо . На Рис.2 зображено графік закону роста популяції, який називають логістичним, а саму криву називають логістичною кривою. На рисунку видно як виконується перехід від показникового зростання до процесу вирівнювання. 

[image: ]

[bookmark: _GoBack]Рис.2 Логістична крива (розглядаємо при )




Для багатьох природніх популяцій розв’язок добре співпадає з експериментальними даними. Якщо популяція мала в порівнянні з параметром М, отримуємо наближене рівняння , розв’язком якого є , тобто маємо експоненціальне зростання. Темп зростання зменшується при наближенні  до М  .






Розглядається й інший підхід. При зростанні популяції в n разів кількість зіткнень збільшується в n2 разів, тому можна припустити, що несприятливий вплив чисельності популяції на народжуваність пропорційна квадрату цієї народжуваності. Нехай  – розмір популяції в момент часу t, тоді диференціальне рівняння експоненціального зростання  доповнюється доданком ,  – деякі коефіцієнти. Отримаємо логістичне рівняння , яке описує змінення популяції з урахуванням конкуренції. Розв’язкам цього рівняння буде функція 


Для знаходження С скористаємось початковою умовою  і отримаємо: .

Теми рефератів
1. Леонардо Фібоначчі та модель динаміки популяції кроликів.
2. Леонард Ейлер та геометричне зростання популяцій.
3. Томас Мальтус і модель природнього (експоненціального) зростання.
4. П’єр Франсуа Ферхюльст і модель логістичного зростання.
5. Даніель Бернуллі та моделювання епідемії віспи.
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